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1. Einfhrung

Aufgrund der stochastischen Natur des Energieverlustes bei lonisierung kénnen in der En-
ergiemenge eines Teilchens, das auf ein absorbierendes Element ubertragen wird, grof3e
Fluktuationen auftreten. Kontinuierliche Prozesse, wie etwa Mehrfachstreuung und En-
ergieverluste, spielen eine grofRe Rolle bei der longitudinalen und lateralen Ausbreitung
elektromagnetischer und hadronischer Schauer, und bei der Simulation von Kalorimetern
kann die erhaltene Aufldsung in den aktiven Schichten von solchen Fluktuationen empfindlich
beeintrachtigt werden. Die Beschreibung der Fluktuation bei lonisierung wird durch den
Signifikanz-Parameterx dargestellt, der sich proportional zum Verhéltnis des mittleren
Energieverlustes zum maximal moglichen Energielibertrag bei einer einzelnen Kollision mit
einem ungebundenen Elektron verhalt.
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FELax ist die maximal Ubertragbare Energie bei einer einzelnen Kollision mit einem unge-
bundenen Elektron.
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wobeiy = E/m,, E die Energiejn, die Masse des einfallenden Teilchens uitd=1 —
1/~? sowiem, die Elektronenmasse singwird abgeleitet vom Rutherfordschen Streuquer-
schnitt und ist definiert als:
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wobei gilt:
z Ladung des einfallenden Teilchens
Nay Avogadro-Zahl
Z Ordnungszahl des Elements
A Atomgewicht des Elements
p Dichte
ox Dicke des Materie

x milt den Beitrag der Kollisionen mit Energielibertrag naheFan... Bei einem
gegebenen Absorber gehtgegen groRe Werte, wenix grof3 ist und/oder weng klein
ist. Entsprechend gehtgegen Null, wenmdx klein ist und/oder wenn sichi an 1 annahert.

Der Wert vonk unterscheidet zwei Bereiche, die in der Beschreibung der Fluktuationen
bei lonisierung vorkommen:

1. Eine grol3e Anzahl von Kollisionen, die zum Verlust der gesamten oder eines
Groliteils der Energie des einfallenden Teilchens wéahrend der Durchquerung
eines Absorbers fihren.



Da der gesamte Energielbertrag aus einer Vielzahl von kleinen Energieverlusten
besteht, kénnen wir das zentrale Grenztheorem anwenden und die Fluktuationen
durch eine Gauss-Verteilung beschreiben. Dieser Fall ist auf nicht-relativistische
Teilchen anwendbar und wird durch die Gleichungl0 beschrieben (wobei der
mittlere Energieverlust im Absorber gréRer ist als der maximale Energielibertrag
in einer einzelnen Kollision).

2. Teilchen, die dinne Z&hler durchqueren, und einfallende Elektronen unter jeder
Bedingung.
Die relevanten Ungleichungen und Verteilungen $ind1(x(10 fir die Vavilov-
Verteilung undk ( 0, 01 fur die Landau-Verteilung.

Ein zusatzlicher Bereich ist definiert durch den Beitrag der Kollisionen mit kleinem
Energielibertrag, der durch das Verhaltjisl, berechnet werden kann, woligidas mittlere
lonisationspotential des Atoms ist. Die Landau-Theorie geht davon aus, daf3 die Anzahl
dieser Kollisionen hoch ist und folglich der Einschrankufigl, > 1 unterliegt. In
GEANT (siehe URLhttp://wwwinfo.cern.ch/asdoc/geant/geantall.Htmlirde die Grenze
der Landau-Theorie bej /I, = 50 gesetzt. Unterhalb dieser Grenze werden spezielle
Modelle verwendet, welche die atomare Struktur der Materie beriicksichtigen. Dies ist in
diinnen Schichten und gasférmigen Materien wichtig. Abbildung 1 zeigt das Verhalten von
¢ / I als Funktion der Schichtdicke fiir ein Elektron von 100 keV bzw. 1 GeV kinetischer
Energie in Argon, Silizium und Uran.
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Figure 1. Die Variablet / I, kann verwendet werden, um den Giltigkeitsbereich der
Landau-Theorie zu messen. Sie ist abhéangig von der Art und der Energie des Teilchens
(Z, A) sowie von dem lonisierungspotential der Materie und der Schichtendicke.

In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Theorien und Modelle zur Fluktua-
tion bei Energieverlusten beschrieben. Zunachst wird die Landau-Theorie mit ihren Ein-
schrankungen erdrtert; anschlieRend werden die Vasilov- und die Gauss-Streuungsfunktionen
sowie die Methoden in diinnen Schichten und gasférmigen Materien vorgestellt.


http://wwwinfo.cern.ch/asdoc/geant/geantall.html

2. Landau-Theorie

Fiur ein Teilchen der Masser,, das eine Materie der Dickéx durchquert, a3t sich
die Landau-Wahrscheinlichkeitsverteilung in Form der universellen Landau-Furk{iah
beschreiben al4]:
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Y=0.422784-..=1—~
~v=0.577215 - ..(Euler-Konstante)
€ = durchschnittlicher Energieverlust
e =tatsachlicher Energieverlust

2.1. Einschrankungen
Der Landau-Formalismus macht zwei einschrankende Annahmen:

1. Der typische Energieverlust ist im Vergleich zum maximalen Energieverlust bei
einer einzelnen Kollision gering. Diese Einschrankung wird durch die Vasilov-
Theorie aufgehoben (siehe Abschnitt 3).

2. Der typische Energieverlust im Absorber sollte im Vergleich zur Bindungsen-
ergie des am starksten gebundenen Elektrons grof3 sein. Bei gasformigen De-
tektoren betragt der typische Energieverlust wenige keV, was vergleichbar ist
mit den Bindungsenergien der inneren Elektronen. In diesen Fallen ist ein kom-
plexerer Ansatz notwendig, der Energienivedlispn Atomen beriicksichtigt,
um Datenverteilungen exakt zu simulieren.GEANT wird ein parametrisches
Modell von L. Urban verwendet (siehe Abschnitt 5).

AuRerdem ist der Erwartungswert der Landau-Verteilung unendlich. Wenn wir die Landau-
Fluktuationen zusammenzahlen, die aus déh/ dx- Tabellen fir die durchschnittliche
Energie ermittelt werden kénnen, erhalten wir einen Wert, der gréRer ist als der aus der
Tabelle ermittelte. Die Wahrscheinlichkeit, aus der Verteilung einen grof3en Wert zu erhalten,
ist gering, so dal3 es eine groRe Anzahl von Schritten (Extraktionen) erfordert, bis die durch-
schnittliche Fluktuation signifikant gré3er ist als Null. Dadurch entsteht eine Abhéngigkeit
des Energieverlustes von der Schrittgrol3e, welche die Berechnungen beeintréachtigen kann.

Ein Losungsansatz hierfir bot die Begrenzung des Wertes der anhand der Landau-
Verteilung bestimmten Variablen, was die durchschnittliche Fluktuation auf O halt. Der aus
derGLANDO -Routine berechnete Wert lautet:

§

max

SdE /dx =ec—e=E( A=y + 32 +in )



Damit dies einen Erwartungswert von Null ergibt, miissen wir erzwingen, daf3:

§
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Dies wird durch die Einfiihrung vor\,,.x (X) realisiert, in der Form, daf der Er-
wartungswert der Verteilungist, wenn nur Werte von < A, akzeptiert werden.

Eine Anpassung der Parameter fur die universelle Landau-Verteilung wurde durchgefuhrt,
mit dem folgenden Ergebnis:

Amax = 0.60715 4+ 1.1934X\™+ (0.67794 + 0.052382X)exp (0.94753 + 0.74442X)

Nur Werte kleiner als\,,.x werden akzeptiert, ansonsten wird ein neuer Wert aus der
Verteilungfunktions bestimmt.

3. Vavilov-Theorie

Vavilov[5] leitete eine exaktere Streuungsverteilung ab, indem er einen kinematischen Gren-
zwert fur die in einer einzelnen Kollision maximal Ubertragbare Energie einfihrte, anstatt
E\hax = 00 zu verwenden. Die Formel lautet n@ii[
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wobei B
%(z\y,/i,ﬁ?):%ﬂi / & (s) eMds c>0
¢ (s) =exp [/1 (1+ ﬂZ’y)] exp [ (s)],
Y (s)=slnk+ (s+5°6) [In(s/k) + By (s/K)] — ke */",
und

E;(2) :/t* le~tdt (das exponentielle Integral)
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Die Vavilov-Parameter sind mit den Landau-Parametern verknupftiber)\, /x — ink.

Es kann gezeigt werden, dal3 sich die Verteilung der Variablerbei x — 0 der von
Landau annédhert. Bet <0,01 sind die beiden Verteilungen bereits praktisch identisch.
Im Gegensatz zu vielen Lehrbiichern ist die Vasilov-Verteilung fiir klgikeineNaherung
der Landau-Verteilung; vielmehr ndhert sich die oben definierte Verteilungiyodem
eigentlichen\ aus der Landau-Dichtefunktion an. In der Routte€AVIV wird daher kein
Wert fur die Variable),, sondern fir\; bestimmt. Firs > 10 nahert sich die Vavilov-
Verteilung der Gauss-Verteilung an (siehe nachster Abschnitt).



4. Gauss-Theorie

Verschiedene, sich widersprechende Formen wurden fir die Gauss-Streuungsfunktionen
vorgeschlagen. Die meisten scheinen jedoch nur eine geringe theoretische oder experi-
mentelle Grundlage zu haben. Es wurde jedoch geaigta3 die Vasilov-Verteilung fur

k > 10 durch eine Gauss-Verteilung ersetzt werden kann, und zwar in der Form:

F (e, bs)~ ! mp{
&/ (1-52/2)

(e—e€)? K

2 &(1-p2/2)

was impliziert, daf3
Erwartungswert =€

2_§ _ 32 — — 32
0% =2 (1= /2) = EBmax (1 - 5%/2)

5. Urban-Modell

Das Verfahren zur Berechnung begrenzter Energieverluste mit ErzeuguniyStoahlung

Uber einer gegebenen SchwellenenergiSEBANT ist eine Monte Carlo-Methode, die fir
diinne Schichten verwendet werden kann. Dieses Verfahren ist schnell und kann fur eine be-
liebige Dicke eines Mediums angewendet werden. Bei Anndherung an die Gultigkeitsgrenze
der Landau-Theorie nahert sich die Verlust- Verteilung kontinuierlich an die Landau-Formel
an, wie Abbildung 2 zeigt.
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Figure 2. Energieverlust-Verteilung fiir ein 3 GeV-Elektron in Argon wie durch
StandardGEANT definiert. Die Dicke der Schichten ist in Zentimeter angegeben.



Es wird angenommen, dal3 die Atome nur zwei Energieniveaus mit den Bindungsenergien
E; und E; haben. Die Teilchen-Atom-Wechselwirkung ist eine Anregung mit Energiever-
lust £y oder E; bzw. eine lonisation mit einem Energieverlust, der gemaf der Funktion
g ( E)~1/E? verteiltist:

(Emax + DI 1
Ey=—"—"——
g( ) EmaX E2

Der makroskopische Querschnitt fur Anregunges (, 2) ist
_ 2.2/ _ 32
Eizcﬁln(Qmﬂ v2/E;) — 3 (1-1)
E; In(2mB2~2/I) — 32

und der makroskopische Querschnitt fiir die lonisation ist

EIII}IX
Y3=C r
3 I(Emax‘f'l)ln(Emafx—i_I)

FEax ist derGEANT -Grenzwert fur diey-Erzeugung oder der maximale Energielibertrag
minus der mittleren lonisationsenergie, wenn er kleiner ist als dieser Grenzwert. Die folgende
Notierung wird verwendet:

r,C Parameter des Modells
E; Energieniveaus der Atome
I mittlere lonisationsenergie
fi Oszillatorstarken

Das Modell hat die Parametgr, E;, C undr (0 < r < 1). Die Oszillatorstérkerf; und
die Energieniveaus der Atonig sollten die Randbedingungen erflllen

fitfo=1
filnE; 4+ folnEs=InT (4)

Der Parametef’ |aRt sich mit Hilfe des mittleren Energieverlustds / dx auf die folgende
Weise definieren: Die Anzahl der Kollisionen,( i = 1,2 fur die Anregung und 3 fur die
lonisation) folgt der Poisson-Verteilung mit einer mittleren Anzéh}). In einem Schritt

Ax ist die mittlere Anzahl der Kollisionen
< nl> = EiAX

Der mittlere EnergieverlustE / dx in einem Schritt ist die Summe aus den Anregungs-
und lonisationsbeitragen
Ermax + 1
dE

deX: ElEl + EQEQ + 23 / Eg ( E)dE Ax
X
I

Hieraus IRt sich mit Hilfe der Gleichungen (2), (3), (4) und (5) der Pararaegdieiten
dE
=%



Die folgenden Werte wurden iIBEANT fur die anderen Parameter verwendet:

0 fallsZ <2 . _
fQ_{2/Z fallsZ ) 2 ) = h=l-/

f1
E»=10Z%eV =: El_(Effz) r=0.4
2

Mit diesen Werten entspricht das Energieniveau der Atéini etwa der K-Schalenenergie

der Atome undZ f> der Anzahl der K-Schalenelektronenist die einzige Variable, die frei
bestimmt werden kann. Sie bestimmt den relativen Beitrag der lonisation und der Anregung
am Energieverlust.

Der Energieverlust wird unter der Annahme berechnet, dal3 die Schrittlange (oder der
relative Energieverlust) gering ist und  folglich  der Querschnitt entlang des Pfades als
konstant betrachtet werden kann. Der Energieverlust durch Anregung betragt

AEE = ’I’LlEl + n2E2

wobein; undns aus der Poisson-Verteilung, wie oben besprochen, bestimmt werden. Der
Verlust durch lonisation kann aus der VerteilungE) mittels inversem Transformationsver-
fahren erzeugt werden:

u:F(E):/g(a:)dx
' I

E=F'(u)=—73—
I—ug 57

wobeiu eine gleichmanig verteilte Zufallszahl zwischB{ I) =0 und F ( Epax + 1) =1
ist. Der Beitrag der lonisationen betragt

ns

I
AE’L = Z 1 — U Emax
j=1 J Emax +1

wobei nz die Anzahl der lonisationen ist (bestimmt aus der Poisson-Verteilung). Der
Energieverlust in einem Schritt wird dadsl = AE,. + AFE; sein.

5.1. Schnelle Simulation flirng > 16

Wenn die Anzahl der lonisationery groR3er ist als 16, kann ein schnelleres Simulationsver-
fahren verwendet werden. Das Intervall fir den mdglichen Energieverlust ist in zwei Teile
unterteilt: einen, in dem die Anzahl der Kollisionen grof3 ist und der Energieverlust aus der
Gauss-Verteilung bestimmt werden kann, und den anderen, in dem der Energieverlust fir jede
Kollision einzeln bestimmt wird. Hierbei wird das erste Interydl] oI] als A und das zweite
Intervall [ oI, E\,.x] als B bezeichnetw liegt zwischen 1 unde,,.x / I. Eine Kollision mit

einem Verlust im Intervall A tritt mit folgender Wahrscheinlichkeit auf:

(Emax +1I)(a—1)
Emaxa

al

P(a)= [ g(E)E -

I




Der mittlere Energieverlust und die Standardabweichung fir diesen Kollisionstyp sind

al

(A (@) = 575 [ Be(E)E = S22
I
und .
9 1 | 9 9 aln® o
o (a):P(a)/E g(E)YdE =1 oz<1—(a_1)2>
I

Wenn die Anzahl von Kollisionen hoch ist, gehen wir davon aus, daf3 die Anzahl der Typ
A-Kollisionen aus einer Gauss-Verteilung mit dem folgenden Mittelwert und der folgenden
Standardabweichung berechnet werden kann:

(na)=nzP(a)
o3 =n3P(a)(1-P(a)) (16)

Es wird weiter angenommen, dalR der Energieverlust in diesen Kollisionen eine Gauss-
Verteilung hat mit
<AEA>:7’LA <AE(O¢)>

U%,A:TLAU2(Q) (18)

Der Energieverlust dieser Kollisionen kann dann aus der Gauss-Verteilung bestimmt wer-
den.

Die Kollisionen, in denen der Energieverlust in Intervall B auftritt, werden direkt bestimmt
aus

n3 —na

AEp = }:

1=1

ol

Emax +1—al
Emax +1

1—ui

Der gesamte Energieverlust ist die Summe dieser beiden Typen von Kollisionen:
AE=AFE4s+ AFEp

Die Naherungen der Gleichungen (16), (17), (18) und (19) kénnen unter den folgenden
Bedingungen verwendet werden:

(na)—coa>0
(na)+coa<ns

22
<AEA>—CUE7AZO (22)

wobeic > 4. Aus den Gleichungen (13), (16) und (18) sowie den Bedingungen (22) und (23)
kénnen die folgenden Grenzwerte abgeleitet werden:
(n3+02)(Emax+I) (n3+02)(Emax+I)

< < max —
13 (Bman + D+ 2 = ¢=¢ 2 (B + 1) + 151

Qmin =



Diese Bedingungen liefern einen unteren Grenzwert fur die Anzahl der lonisatignen
fur die ein schnelles Simulationsverfahren vorgenommen werden kann.
2
ng >c

Da in den Bedingungen (22), (23) und (24) der Wert vamindestens 4 ist, erhalt man
ng > 16. Um die Simulation zu beschleunigen, wird der maximale Wertfirerwendet.

Die Anzahl der Kollisionen mit Energieverlust im Intervall B (die Anzahl der Wechsel-
wirkungen, die direkt simuliert werden mussen) steigt mit der Gesamtanzahl der Kollisionen
ng langsam an. Die maximale Anzahl dieser Kollisionen kann abgeschéatzt werden als

NB,max = N3 — NA, min ~n3 ( <TlA> - UA)

Aus den vorherigen Ausdrucken fiim4) und o4 4Bt sich die folgenden Bedingung

ableiten:
< _ 2nsc?
NB >NB , max — m

Die folgenden Werte erhalt man bek 4:

ns N B, max ns N B, max
16 16 200 29.63
20 17.78 500 31.01
50 24.24 1000 31.50
100 27.59 00 32.00

5.2. Spezielle Simulation fur den unteren Teil des Spektrums

Wenn die Schrittlange sehr klein ist6 mm bei Gaseng 2-3 um bei Feststoffen), liefert
das Modell fir einige Ereignisse einen Energieverlust von 0. Um dies zu vermeiden, wird die
Wabhrscheinlichkeit fur einen Energieverlust von 0 berechnet

P(AE=0)=e¢" ({n1)+(n2)+(ns))

Wenn die Wahrscheinlichkeit gré3er als 0,01 ist, wird ein spezielles Simulationsverfahren
durchgefuhrt, das die Tatsache berlicksichtigt, daR in diesen Fallen das Projektil nur mit
den &uRReren Elektronen des Atoms wechselwirkt. Ein Energieniveadyenl0 eV wird
ausgewahlt, um den aufBeren Elektronen zu entsprechen. Die mittlere Anzahl von Kollisionen
kann berechnet werden aus

Die Anzahl von Kollisionenn wird aus der Poisson-Verteilung bestimmt. Im Fall der
dinnen Schichten werden alle Kollisionen als lonisationen betrachtet, und der Energieverlust
wird berecnhnet als

E
AE= Z 1— Ergax

i=1 Fmax + Bo Vi
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